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Teorema de Ehrenfest
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Ecuacién de Schrodinger Estacionaria
Hp=E¢
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Dado un potencial de la forma:
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Se tiene que los niveles de energia posibles estan dados por:
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Mientras que los estados propios siguen la forma:
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= Principio de incertidumbre

= Tabla de Integrales

s Oscilador Armoénico

e Hamiltoniano
p 1 )

e Operadores de subida y bajada
___ (wma + ip) (12)
a=—= (wmz +1
V2wmh b
1

at =

B v 2wmh

(wmz — ip) (13)

o ay a'’ satisfacen [a,a™] =1
o Cuando actian sobre las funciones propias del Hamiltoniano del oscilador armonico,
satisfacen las siguientes relaciones:

a+¢n =vVn+1onn (14>

a Cbn == \/ﬁ ¢n—1 (15)
e Operador N
Definimos
N=a"a (16)
Podemos relacionar este operador con el hamiltoniano del oscilador arménico, de forma
que:
1 1
H = hw <N~|—§) E, = (n+§> hw (17)



= Potencial Delta

Truco: Condicion de Salto

Para esta clase de problemas debemos considerar que en todo el espacio, salvo en el punto en
donde estéd centrado el potencial delta, el potencial es igual a cero (a menos que nos indiquen
lo contrario). Planteando la ecuacién de Schr”dinger justo en el punto central del potencial e
integrandola en un intervalo muy pequeno, obtenemos una “condicién de salto”. A partir de lo
anterior y las condiciones de continuidad y borde adecuadas, podemos encontrar las energias
permitidas para el problema. Por ejemplo:

h2
2m

¢ —No(z)p = E¢ // con € — 0 (18)

» Operadores que conmutan
Si A y B son hermiticos y conmutan ([A, B] = 0), entonces se pueden diagonalizar simultanea-
mente y comparten los valores propios.

= Coeficientes de Reflexién y Transmision
Consideramos que “lanzamos” un paquete de ondas planas desde la izquierda de la Figura 1.
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Figura 1: Representacién reflexién y transmisién

Consideramos:
ik —ik ik
Ug(x) = Ae™ + Fe ™ Uier(z) = Ge™ (19)
Incidente  Reflejada Transmitida

y buscamos los coeficientes R y T:

F? GI?
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A AP * 2
= Ecuacion de Schrodinger en 3D
h2 p2 N N
H=—-——A ) = — y = —ihV, = —h*A 21
Sy + V(7) o + V(r) P ihV; p h (21)
» Atomo de Hidrégeno
El potencial caracteristico del dtomo de Hidrogeno es:
o2
Vir) = — 22
() dmegr (22)



Luego de aplicar el método de separacién de variables para resolver la ecuacion de Schrodinger
tridimensional y tras un arduo andlisis matematico llegamos a la siguiente expresion para la
funcién de onda que describe el atomo de Hidrégeno:

\Ijnlm == Rnl(T) Yim(97 ¢)

_ \/(nio)3 Q(Z[(_n:—l)lﬁ; T (%))l [ngjll_ 1 (nQ_cZ))] Y9, 6) (23)

Donde ay es el radio de Bohr definido por:

dmey B2
ag — o2 E (24)
y las energias permitidas vienen dadas por:
m (e \'1 E
1
En = oR? (47‘(’60) nz n? 1= —13,6eV (25)

Operadores que conmutan
Si A y B son hermiticos y conmutan ([A, B] = 0), entonces se pueden diagonalizar simultanea-
mente y tienen un conjunto comun de funciones propias.

Momentum Angular
Consideramos L = 7" X p’como el momentum angular o generador de rotaciones. Podemos escribir
sus componentes como:

L, =yp. — 2p,
L, = zp, — xp, (26)
Lz = TPy — YPx

L satisface el “Algebra de Lie” (que también conoceremos como algebra de momentum angular)

L., L,] = kL.
L, L.] = ihL, (27)
(L., L] =ihL,
Con estas relaciones se puede mostrar que:
(L% Lz] =0 (28)
Serd 1til recordar:
[z,p] = ih [z, pe] = 1hdjy, (29)

Momentum Angular y esféricos armoénicos
Si se satisfacen las relaciones de conmutaciéon, se puede demostrar que:

L? Yy = R(1+1) Vi,

30

De esto extraemos que los esféricos arménicos son funciones propias de L? y L, con valores
propios h2I(l + 1) y mh, respectivamente



Momentum Angular General
Vamos a decir que J es un momentum angular general si satisface el algebra de momentum
angular generalizado:

(o, J,) = il
[, J.] = ihJ, (31)
., J,] = ilJ,

Con estas relaciones se puede mostrar que J? conmuta con todas las componentes de J:

[J2,Ji] =0 (32)

Momentum Angular, operadores de subida y bajada

Jy = J, +1J,
* o (33)
Jo = J, —1iJ,
Estos operadores satisfacen:
J,, Je| = +hJ
S T (34)
[J%, JL] =0
Momentum Angular y el problema espectral
Se puede demostrar que:
J? |im =RA(I+1) |j
jm = 111 [jm )
J. |gm = hm |jm
Elementos de matrices de los J’s para j dado
Consideremos
(m/| J. [jm = hm dpem
(Gm'| J2ljm = 125(j +1) G
(36)

Gm!| T ljm = b/ (G —m)(j +m + 1) Smims)
Gm'| J-|gm = /(G +m)(G — m + 1)dmitm-1)) Smi(m-1)

Matrices de Pauli
Definimos las matrices de Pauli para el caso de Spin % como:

O B ) O

Estas matrices son hermiticas y sus valores propios son +1. Se cumple que:

ol=0l=02=1 (38)

T Y z
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y ademas son ciclicas:

0,0y = 10,
0,0, =10, (39)

0.0, = 10y

Matrices de Spin
Podemos escribir las matrices de Spin como:

1 1 1
= — = — = — 4
S, 5 ho, Sy 5 ho, S, 5 ho, (40)

Suma de Momentum Angular
Ante una suma de momentum angular con j; y j» tenemos que los posibles valores de j seran:

J= 11— Jols 71 = Jol + 1, .., 51 + o (41)
Por otro lado, los posibles valores de m estaran dados por:
m=—yj,..,J (42)

siempre y cuando los “saltos”que se vayan dando sean iguales a 1.

Por 1ltimo, de acuerdo a lo visto en clases tenemos:
Gmy="Y_  CiI i ma) |2 ma) (43)
mi+mao=m

Donde |j; my) |ja m2) es el producto directo de los kets. Los coeficientes C son los coeficientes
de Clebsch-Gordan, que se encuentran tabulados.

Teorema de Bloch

Dado un potencial periédico de la forma

V(z+a)=V(z) (44)

El teorema de Bloch nos dice que para tal potencial, las soluciones a la ecuacién de Schrédinger

2 >0
R U =FEU 4
o gz TV (@) (45)
Satisfacen la condicion: A
U(x +a) = eFU(2) (46)

Para una constante K (independiente de x).

Se puede mostrar que se satisface también:

Uz +a)|* = [¥(x)? (47)



